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Abstract: Implizite Flachendarstellungen sind u.a. fiir Strahlverfolgungsverfahren (Raytracing) vorteilhafter als
parametrische Darstellungen. Einfache C'-stetige implizite Flachen sind z.B. Splines, die aus Quadrikensegmen-
ten bestehen. Diese Quadrikensplines kdnnen analytisch-algebraisch beschrieben oder rein geometrisch hergeleitet
werden. Die geometrische Herleitung zeigt, dal3 die Powell-Sabin Interpolanten spezielle Quadrikensplines sind,
fur die Konvexitatsaussagen besonders einfach sind. Die Konvexitétskriterien werden schlieRlich auf allgemeine
Quadrikensplines ubertragen.

1 Einleitung

Verschiedene Fragestellungen des geometrischen Modellierens, beispielsweise die Schnittpunkt-
bestimmung einer Geraden mit einer Flache wie sie bei photorealistischer Darstellung der
Flache mittels Raytracer auftritt, lassen sich fur implizite Flachen wesentlich einfacher als fur
parametrische I6sen. Aus diesem Grund wurden u.a. Splines aus algebraischen Flachenstiicken
entwickelt.

Dahmen [1989] und Guo [1991] verwendeten die von Sederberg 1985 eingefiihrte Bézier-
Darstellung fiir algebraische Flachen zur Konstruktion tangentialebenenstetiger Flachen aus
dreieckigen Quadrikensegmenten. Diese Quadrikensplines interpolieren die Punkte eines Drei-
ecksnetzes mit vorgegebenen Tangentialebenen. In [Bangert, Prautzsch 1998a] werden diese
Quadrikensplines rein geometrisch hergeleitet, wodurch sich Verallgemeinerungen der Flachen
von Dahmen und Guo und insbesondere das Powell-Sabin-Schema zur Interpolation funktio-
naler Daten als Speziallfall ergeben.

Fur Powell-Sabin-Interpolanten formulierten Carnicer und Dahmen 1992 eine hinreichende
Konvexitatsaussage, deren Richtigkeit Floater jedoch 1997 durch ein Gegenbeispiel widerleg-
te. In [Bangert, Prautzsch 1998b] wurde eine einfache geometrische Bedingung gefunden, die
sowohl notwendig als auch hinreichend fiir die Konvexitat eines Powell-Sabin-Interpolanten
ist. Diese Bedingung stellt einen einfachen Zusammenhang zwischen interpolierten Punkten
und zugehorigen Tangentialebenen her.

Dieser Artikel stellt die geometrische Konstruktion der Quadrikensplines ([Bangert, Prautzsch
1998a]) und das Konvexitatskriterium fir Powell-Sabin-Interpolanten ([Bangert, Prautzsch
1998b]) vor und tbertragt das Konvexitatskriterium auf allgemeine Quadrikensplines.



Abbildung 1: Konstruktion des Quadrikensplines:

(a) Einzeldreieck mit Normalen,

(b) Unterteilung des Dreiecks an der transversalen Geraden (Powell-Sabin-Split),

(c) Konstruktion sechs C!-stetig anschliessender Quadrikenstiicke mit gemeinsamem inneren
Kontaktelement auf der Transversalen,

(d) Resultierendes Macropatch,

(e) Zwei benachbarte Macropatche,

(F) Mit vier weiteren Quadrikenstticken gefillter Keil.



2 Quadrikensplines

2.1 Ausgangssituation

Gegeben sei ein raumliches Dreiecksnetz. Die Ecken des Netzes seien im folgenden durch hoh-
le Buchstaben ¢, b, usw., ihre zugehorigen Tangentialebenen durch entsprechende Grol3buch-
staben A, B, usw. bezeichnet. Ein Punkt p mit Tangentialebene P bildet ein Kontaktelement

Die Konstruktion eines Interpolanten aus Quadrikenstiicken zu den Ausgangsdaten gliedert
sich im wesentlichen in zwei Schritte:

e Konstruktion eines Interpolanten fiir die Einzeldreiecke, im folgenden als Macropatch
bezeichnet.

e Glattes Verbinden der Macropatche.

An dieser Stelle werde ich nur auf den ersten Punkt genauer eingehen, eine ausfiihrlichere
Darstellung findet sich in (Bangert & Prautzsch 1998). Die gesamte Konstruktion basiert auf
elementaren Kegelschnitteigenschaften, die im folgenden kurz erldutert werden.

2.2 Zweibogenkonstruktion

Bemerkung 2.1 Gegeben sei ein Kegelschnitt mit drel Punkten o, b,c und zugehorigen Tan-
genten A, B und C (vergleiche Abbildung 2). Dann trennen die Tangenten 5 und C den Punkt
a und den Schnittpunkt der Geraden be mit der Tangente .A harmonisch.

Mit Hilfe dieser Eigenschaft 1413t sich wie in Abbildung 3 ein sogenannter Zweibogen konstru-
ieren, der aus zwei Kegelschnittbdgen besteht, die sich in zwei Punkten beriihren. Er ergibt sich
als ebener Schnitt zweier tangentialebenenstetig anschlieender Quadriken. Durch die Beriihr-
gerade, ein Kontaktelement auf dieser und je ein Kontaktelemeng bzw.| b|auf jedem der
Kegelschnittbogen ist der Zweibogen bereits vollstdndig bestimmt. Uber harmonische Verhalt-
nisse auf den Tangenten in o bzw. b kann je ein Punkt der Tangente im zweiten Beriihrpunkt g
der beiden Bdgen bestimmt werden (Abbildung 3).

2.3 Konstruktion des M acropatches

Betrachten wir zundchst ein einzelnes Dreieck des gegebenen Dreiecksnetzes wie in Abbildung
1(a). Drei beliebige Kontaktelemente kdnnen i.a. nicht durch eine einzige Quadrik interpoliert
werden, da in der Dreiecksebene bereits drei Punkte und Tangenten des Schnittkegelschnitts der



Abbildung 2: Harmonische Verhdltnisse Abbildung 3: Zweibogenkonstruktion.
auf Kegelschnitten.

Ebene mit der Quadrik vorgegeben sind. Da ein Kegelschnitt jedoch bereits durch finf Bestim-
mungselemente vollstandig festgelegt ist, missen die drei gegebenen Punkte und Tangenten
Abhangigkeiten gentigen, wie sie beispielsweise im Satz von Brianchon ausgedriickt sind. Ist
dieser Satz in der Ebene der drei Punkte erfullt, existiert also ein Kegelschnitt durch die drei
Kontaktelemente, so gibt es eine ganze Schar interpolierender Quadriken mit C*-Kontakt in
dieser Ebene. Diese wird aufgespannt durch den Kegel mit dem Kegelschnitt als Leitkurve und
den Schnittpunkt der Tangentialebenen als Spitze einerseits sowie der Ebene der gegebenen
Punkte (als Doppelebene gewertet) andererseits.

Da fir beliebige Daten dieser Fall i.a. jedoch nicht eintritt, muR jedes Dreieck durch die Kon-
taktelemente durch ein Macropatch aus sechs Quadrikenstiicken wie in Abbildung
1(c) interpoliert werden. Die Ubergangsebenen zwischen den Quadrikenstiicken sind wie beim
Powell-Sabin-Split angeordnet und treffen sich in einer gemeinsamen transver salen Ger aden
(vergleiche Abbildung 1(b)). Auf dieser Transversalen kann noch ein sogenanntes “inneres
Kontaktelement” , das allen sechs Quadriken des Macropatches gemeinsam ist, frei gewdahlt
werden.

Da alle Bertihrebenen die Transversale enthalten, muf folglich noch ein zweites, allen 6 Qua-
driken gemeinsames Kontaktelement [q| auf ihr liegen. Aus den Uberlegungen des vorigen
Abschnitts folgt, dal} die Tangentialebenen 7 und Q die gegebenen Punkte und den Schnitt-
punkt ihrer Tangentialebenen mit der Transversale harmonisch trennen. Hierdurch lassen sich
drei Punkte konstruieren, die die Tangentialebene @ und damit den zweiten Beriihrpunkt g auf
der Transversalen festlegen (siehe Abbildung 4).

Die drei Kontaktelemente und [g| kénnen durch eine ganze Schar Quadriken mit C*-
Kontakt in der Ebene a p g interpoliert werden. Aus den Quadrikenbiischeln durch
bzw. suchen wir nun je ein Element Q; bzw. Q, mit C''-Kontakt in der Trennebe-
ne zwischen a und b. Hierzu konstruieren wir einen Zweibogen in der Ebene a p b, der sich



Abbildung 4: Konstruktion des zweiten Abbildung 5: Doppelverhdltnisse.
gemeinsamen Kontaktelements.

als Schnitt dieser Ebene mit Q; und Q- ergibt. Wir erhalten einen zweiten Bertihrpunkt in der
Trennebene, durch den die gesuchten Elemente der Quadrikenscharen eindeutig festgelegt sind.

Analog lassen sich die weiteren vier Quadriken des Macropatches konstruieren. Die Tangen-
tialebenenstetigkeit des Patches ist durch die Buschelzugehorigkeit der einzelnen Quadriken
garantiert. Das Macropatch ist somit durch die Ausgangsdaten, das innere Kontaktelement und
die Ubergangsebenen vollstandig bestimmt und eindeutig festgelegt.

2.4 Verbinden der Macropatche

Benachbarte Macropatche lassen sich i.a. leider nicht direkt tangentialebenenstetig anschlie-
Ren. Unter gewissen Bedingungen kann der “Keil” zwischen ihnen jedoch mit vier weiteren
Quadrikenstiicken wie in Abbildung 1(f) glatt gefillt werden.

Hierzu missen zunéchst die transversalen Geraden benachbarter Macropatche koplanar sein.
Weiterhin missen die bisher frei gewdéhlten inneren Tangentialebenen der Macropatche folgen-
den einfachen linearen Abhangigkeiten gentigen:

Satz 2.2 Sei z, der Schnittpunkt der Geraden ob mit der inneren Tangentialebene P. y, be-
zeichne den Schnittpunkt von o b mit der Ebene im Biischel der Tangentialebenen 4 und B
durch p. Die entsprechenden Punkte des Nachbarmacropatches seien wie in Abbildung 5 mit
Querstrichen versehen.

Dann lassen sich zwei Macropatche genau dann tangential ebenenstetig verbinden, wenn die
Doppel ver haltnisse

DV [o[bz(pyp] = DV [a [bzz];yﬁ]

Ubereinstimmen.



Ein Beweis dieses Satzes findet sich in [Bangert & Prautzsch 1998].

Satz 2.2 beschreibt globale Abhdngigkeiten zwischen den Tangentialebenen in den inneren
Punkten benachbarter Macropatches. Ist némlich das Kontaktelement | p] des einen Macropat-
ches festgelegt, so 14Rt sich die Tangentialebene 7 im inneren Kontaktelement [p| des Nach-
barpatches nur noch um die Gerade px; frei drehen.

Zulassige Tangentialebenenkonfigurationen, d.h. Konfigurationen, die den Bedingungen von
Satz 2.2 genigen, lassen sich jedoch einfach durch Zuordnung eines festen Gewichtes zu den
Punkten des gegebenen Netzes gewinnen. Die inneren Tangentialebenen bestimmen sich dann
fur jedes Dreieck lokal aus einem linearen Gleichungssystem, das nur noch von den Daten des
jeweiligen Dreiecks abhédngt.

3 Powell-Sabin-Interpolanten

3.1 Powell-Sabin-Interpolanten

Ein Powell-Sabin-Interpolant ist eine stlickweise quadratische bivariate Funktion. Er interpo-
liert Funktionswerte f; und Gradienten V f;, die Uber einem Dreiecksgitter in der Parametere-
bene angeordnet sind. Dabei wird jedes Dreieck durch Einfuigen eines inneren Punktes in sechs
dreieckige Bereiche unterteilt, zu denen je eine quadratische Funktion mit C'*-Kontakt an den
Réndern bestimmt wird. Powell und Sabin zeigten 1977, dal} bei gegebenen Unterteilungs-
punkten der quadratische C'-Interpolant existiert und eindeutig bestimmt ist.

3.2 Powell-Sabin-Interpolanten als Quadrikensplines

Die im vorigen Abschnitt gegebenen Parameter- und Funktionswerte definieren Punkte eines
raumlichen Dreiecksnetzes, die Gradienten legen zugehdrige Tangentialebenen fest, die sich
durch einen Quadrikenspline interpolieren lassen.

Wird der gemeinsame innere Beriihrpunkt p aller Macropatche als Fernpunkt der z-Achse und
die zugehorige Tangentialebene als Fenebene gewahlt, so sind alle Quadriken der Macropatche
Paraboloide, die quadratische Polynome (iber der x-y-Ebene definieren. Liegen zusétzlich die
Randebenen des jeweiligen Patches parallel zur z-Achse, so ist das Macropatch ein Powell-
Sabin-Element. Da die inneren Kontaktelemente benachbarter Macropatche tibereinstimmen,
entféllt die Keilkonstruktion und die Macropatche stoRen direkt tangentialebenenstetig anein-
ander.

In diesem Spezialfall werden viele Konstruktionen einfacher: Die Konstruktion des vierten har-
monischen Punktes fur das zweite Kontaktelement wird zur Mittelpunktskonstruktion. Werden



die Transversalen speziell durch den Schnittpunkt der Tangentialebenen des zugehdrigen Drei-
ecks gewdhlt, so sind die Tangentialebenen im zweiten gemeinsamen Kontaktelement eines
Macropatches jeweils parallel zur zugehorigen Dreiecksebene. Fir diesen Spezialfall werden
im folgenden Konvexitatsbetrachtungen angestellt.

4 Konvexitat

4.1 Konvexe Powell-Sabin-Interpolanten

Gegeben seien streng konvexe Daten mit “wohlassoziierten” Tangentialebenen, d.h. die Pro-
jektion des Schnittpunkts der Tangentialebenen parallel zur z-Achse liege im Inneren des zu-
gehdrigen Dreiecks. Dieser Punkt wird als Unterteilungspunkt fur das interpolierende Powell-
Sabin-Element gewdhlt. Die Transversalen in der Konstruktion des Powell-Sabin-Elements als
Quadrikenspline enthalten also den Schnittpunkt der Tangentialebenen und sind parallel zur
z-Achse.

Unter diesen Bedingungen folgerten Carnicer und Dahmen 1992, dal? der zugehdrige Powell-
Sabin Interpolant konvex sei. In ihrem Beweis wird die Konvexitéit des Bézier-Polygons des
Interpolanten verwendet, die jedoch nicht immer gegeben ist. Floater veroffentlichte 1997 ein
Gegenbeispiel zu ihrer Behauptung (siehe Abbildung 8).

Mit einer Zusatzforderung an die Tangentialebenen 18Rt sich jedoch die Konvexitat des Powell-
Sabin-Splines garantieren, nach [Bangert, Prautzsch 1998b] gilt:

Satz 4.1 Ein wie oben konstruiertes Powell-Sabin-Element ist genau dann konvex, wenn das
Dreieck der interpolierten Punkte im Inneren des zugehdrigen Tangential ebenendreiecks liegt.

Das Tangentialebenendreieck ist hierbei das Dreieck, das sich durch den Schnitt der Tangen-
tialebenen mit der Ebene der drei Punkte ergibt (siehe Abbildung 7).

Sind alle beteiligten Powell-Sabin-Elemente konvex, so ist wegen der C*-Ubergénge auch der
gesamte Quadrikenspline konvex.

4.2 Beweisder Konvexitatsaussage

Die Aussage von Satz 4.1 folgt unmittelbar aus der geometrischen Konstruktion des Powell-
Sabin-Interpolanten. Der Beweis in [Bangert, Prautzsch 1998b] verwendet folgendes einfache
Kriterium:

Bemerkung 4.2 Eine Quadrikist genau dann oval, wenn eine beliebige Tangential ebene einen
beliebigen reguléaren Kegelschnitt auf ihr in keinem reellen Punkt schneidet.



Abbildung 6: Konstruktion des Powell- Abbildung 7: Punktdreieck liegt im Inne-
Sabin-Elements mit Zweibogenkonstruk- ren des Tangentialebenendreiecks (oben)
tion in der Randebene. bzw. aullerhalb (unteres Bild).

Besteht der Powell-Sabin-Interpolant nur aus ovalen Quadrikenstiicken, ist er konvex.

Gemal? Bemerkung 4.2 wird die Tangentialebene im zweiten inneren Punkt g (ungleich dem
Fernpunkt) mit den Zweibdgen in den Randebenen des Macropatches geschnitten. Die Tan-
gentialebene ist aufgrund der speziellen Wahl der Transversalen parallel zur Dreiecksebene.
Der Zweibogen besteht aus 2 Parabelbtgen, die jeweils den Fernpunkt der z-Achse enthalten
und deren zweite gemeinsame Tangente ebenfalls parallel zur Dreiecksebene liegt (siehe Ab-
bildung 6). Damit nun kein Schnitt zwischen beispielsweise dem Zweibogen durch a und b
und der Tangentialebene @ auftritt, missen der DurchstoRpunkt von A M B durch die Drei-
ecksebene abc sowie der Punkt ¢ auf verschiedenen Seiten der Kante ab liegen. Hieraus folgt
sofort die Aussage von Satz 4.1.

4.3 Konvexe Quadrikensplines

Liegt das spezielle Transversalensystem durch den Schnitt der Tangentialebenen vor, so lassen
sich Konvexitdtsbetrachtungen fiir Powell-Sabin-Elemente auf allgemeine Macropatche tbert-
ragen. Ein beliebiges Macropatch 1403t sich projektiv auf die Powell-Sabin-Konfiguration ab-
bilden. Jedes Quadrikenstiick eines konvexen Macropatches ist Teil einer ovalen Quadrik, das
projektive Bild ebenfalls. Bei der Formulierung des allgemeinen Konvexitatskriteriums ist je-
doch zu berticksichtigen, inwieweit die projektive Abbildung die Lage des Tangentialebenen-
dreiecks beeinfluf3t. Schneidet ndmlich die innere Tangentialebene des Macropatches das Tan-



Abbildung 8: Powell-Sabin-Interpolanten streng konvexer Daten mit wohlassoziierten Tangen-
tialebenen (durch ihre Normalenvektoren und die Schnittgeraden mit der jeweiligen Punktebe-
ne dargestellt). Rechts ist Satz 4.1 erfllt, links nicht.

gentialebenendreieck, so @ndert sich die Lage von Punkt- und Tangentialebenendreieck durch
die projektive Abbildung.

Aus denselben Griinden ist die Konvexitdt unabhdngig von der Lage des inneren Punktes p
zwischen dem Schnittpunkt der Tangentialebenen und der Dreiecksebene. Er I&R3t sich durch
eine Perspektivitdt, die den Schnittpunkt der Tangentialebenen geradenweise und die Dreieck-
sebene punktweise fest 14i3t, in jede gewiinschte Lage bringen.

4.4 OffeneFragen

Momentan wird noch untersucht, inwieweit sich durch geschickte Wahl der Randebenen ei-
ne konvexe Keilkonstruktion realisierenlalt. Weiterhin bietet noch der Durchstof3punkt der
Transversalen durch die Dreiecksebene einen zusétzlichen Freiheitsgrad.

Bei beliebigen Transversalensystemen werden Konvexitdtsbetrachtungen wesentlich komple-
xer, da beispielsweise parallele Ebenen in der Konstruktion des Macropatches wegfallen. Eben-
falls noch offen ist die Frage, inwieweit (und v.a. wie) sich passende Tangentialebenen zu ge-
gebenen konvexen Punktdaten konstruieren lassen, so dal der resultierende Quadrikenspline
konvex ist.
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